
3 Développements

Énoncé [E] : Soient A,B,C,M 2 S

1 distincts, A’,B’,C’ les points antipodaux respectifs de A,B,C et
soient A”,B”,C” les points d’intersections respectifs de (A’M) et (BC) ; (B’M) et (AC) ; (C’M) et (AB). Mon-
trons que O,A”,B”,C” sont alignés.

Lemme : Soient A,B,C,D 2 S

1 distincts tel que (AB)\ (C D) 6=? alors on a

z 2 (AB)\ (C D) = {
cd(a +b)°ab(c +d)

cd °ab
}

Démonstration.
(AB) = {(a °b)z ° (a °b)z +ab °ba = 0}

on a donc équivalence entre z 2 (AB) et

z = ba °ab

(a °b)
+ a °b

(a °b)
.z

de plus on a dans S

1,les deux équations algébriques suivantes :

(a °b) =°ab.(a °b), (a +b).(a °b) = ba °ab

et donc on à z 2 (AB) si et seulement si z = a +b °abz, par suite z 2 (AB)\ (C D) si et seulement si

Ω
z = a +b °abz
z = c +d ° cd z

ce qui implique en faisant L1 √° cd .L1 ° ab.L2 à dire que (cb ° ab)z = cd(a +b)° ab(c +d) d’où le
résultat.

On applique le lemme précédent et on à les trois égalités suivantes,

ZA00 = bc(m °a)+ma(b + c)

bc +ma
, ZB 00 = ac(m °b)+mb(a + c)

ac +mb
, ZC 00 = ab(m ° c)+mc(a +b)

ab +mc

de plus on a aussi,

m(bc +ac +ab)°abc = bc(m °a)+ma(b + c) = ac(m °b)+mb(a + c) = ab(m ° c)+mc(a +b)

il nous reste à montrer que les arguments au dénominateur sont les mêmes modulo º, pour cela on
pose (a,b,c,m) = (eiÆ,eiØ,ei≥,eiµ) par la formule de l’angle moitié on a,

bc +ma = ei (Ø+≥) +ei (µ+Æ) = ei (Æ+Ø+≥+µ)
2 .2cos(

Æ+µ°Ø°≥
2

)

par l’égalité précédente on voit que,

ar g (bc +ma) ¥ ar g (ac +mb) ¥ ar g (ab +mc), mod [º]

et en conclure que O,A”,B”,C” sont alignés.
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