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H := {z ∈ C, Im z > 0}.

�� ������ SL2(Z) ���� ��� H �� �� ������� �������� �

�
a b
c d

�
· z :=

az + b

cz + d
.

���� ���������� ���� � H ��� ���� ���� z ∈ H�

Im

�
az + b

cz + d

�
= Im

(az + b)(cz + d)

|cz + d|2 = (ad− bc)
Im z

|cz + d|2 =
Im z

|cz + d|2 > 0,

�� �� ������ ����������� ��� ����� ��� ������ �� ��������
�� ����

D := {z ∈ H, |Re z| ≤ 1/2, |z| ≥ 1}
��������� D� ��

S :=

�
0 −1
1 0

�
, T :=

�
1 1
0 1

�
∈ SL2(Z).

�� ��� �� �� ������������� ��� �� ��������� �� �������� ��������

��������� ���� G �� ����������� �� SL2(Z) �������� ��� S �� T � ����� �
(a) �������� �� ���� ������� �� H ��� G ��������� D�

(b) �� z ∈
◦
D �� γ ∈ SL2(Z)� γz ∈ D �� �� ��������� �� γ = ±I2�

(c) G = SL2(Z)�

�������������� ���� z ∈ H� ���� ���� (c, d) ∈ Z2� Im(cz + d) = c Im z ���� ���������� ��� (c, d)
���� ��� |cz + d| ≤ 1 ��� ����� ������ ��� �� c ��������� �� ��� ���� ��� �� ��������� �� ������
������� �� ������������ �� �������� ����� ������ ��� �� ������� �� Im(γz) ����������� � Im z ����
γ ���������� G� �� �� ����� ���������� �� ��� ������� ��� ���� �������� ���� �� ������� γ ∈ G�
������ � �������� γ ��� ��� ��������� �� T ������������� � ���������� γ · z ��� �� ������ ���������
�� ���� �������� ��� z� = γ · z ������ |Re(z�)| ≤ 1/2� �������� ����� Im(S · z�) = Im(z�)/|z�|2�
��� ��������� �� ���������� �� Im(z�) ���� ��������� �� � |z�| ≥ 1 ���� z� ∈ D� �� ��� ������ ��
(a)�

����� ±I2 ���� ������������ ��� H� �� � ��������� � ������� �� ���� ������� ���� z ∈ D ��

γ =

�
a b
c d

�
∈ SL2(Z) ���� ��� z� = γz ∈ D�

�� Im(γz) ≥ Im(z)� �� � ����� |cz + d| ≥ 1 ���� |c| ≤ 2/
√
3� ������������ ��� c = −1, 0 �� ��

�� c = 0� γ = ±Tn ���� �� ������� n �� �� � n = ±1 ������� ��� |Re z| = 1/2� �� n = 0 ����
γ = ±I2� ������ ������ � ���������� γ ��� −I2� �� ���� �������� ��� c = 1� �� ����� |z + d| ≤ 1

���� d = 0 �� z = j �� −j2� ������ γ =

�
a −1
1 0

�
� ���� z� = a − 1/z �� �� �� �� SD� �����

z� ∈ D ��� ���������� �� ����� ����������� ��� ��� z = i �a = 0�� z = j �� j2 �a = ±1� ���� z
���������� �� ���� �� D�

�� Im(γz) ≤ Im(z)� �� �������� �� ������������ ��������� � γ · z ���� γ−1 ���� ������� ��

���� ��������� � ������ ��� γ = ±I2 �� z ∈
◦
D� �� ��� ������ �� (b)�

����� ����� z ∈
◦
D �� ���� γ ∈ SL2(Z)� �� ������ γ� ∈ G ��� ��� γ�γz ∈ D ������� �� (a)� ����

����� γ�γ = ±I2 ������� �� (b) �� ±I2 ∈ G ���� γ ∈ G� ������������ ��� G = SL2(Z)�

��



��������� �� � � ������ ���� ��� ������ � ���� ��� �������� �� �� ������ � ��� �������� ��� ��������
��� ����� ��� ���� ���������� ��� ±I2� ���������� ���� �� ������ SL2(R)� �� ������ ��� �� ��������
���� ����� ������ ���������� � ���������� ��� ������� �� C � ���������� ����� �� ��� ������� �
�������� ����� �� ������� �� ��� ���������� �� �� ������������� ������ �� ��� ������
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� ����������� �������������� �� ��������� �� ������� �� �� �������� ���� ���������

�������� ��������� ������ ��� ������ ��������� �� ���� A,B,C,A�, B�, C � ���� ����� �����������
�� ���� ������ ������� �� �� ������� ��� �� ������� ���������� ����� ������ ������ ��� ������� ���
��������� ����� ��� ��� ��� ������ �� �� ��������� �� ��� ������ �������������� ����� P2(R)� m ��
(BC �) �� (B�C)� n �� (AC �) �� (A�C) �� p �� (AB�) �� (A�B) ���� ��������

�� �� ����� ���� ��� ����������� �������������� ��������� �� ������ (A,B,C)�

������ �� ������ ������� ��� ���� ������ M(x, y, z) �� M �(x�, y�, z�) ��������� � ���� ���������
�� ����������� �������������� � ������

X Y Z
x y z
x� y� z�

������
= 0.

�������������� ���� P = (X,Y, Z) �� ������ ����� �� ���� ��� ����������� ���������������
�� ��� ��������� � ����� � ��� ��� �� ������ ����� ������������ �� �� ������� ����������� ������

P ∈ (MM �) �� �� ��������� ��
−−→
MP = t

−−−→
MM � ���� �� ������� t ∈ R� ������������ ���





X − x = t(x� − x)
Y − y = t(y� − y)
Z − z = t(z� − z)

����� �� � ��������� ��� ����������� ��������������� �� �������� ����� ��� �� ����� ��� ����
������� �� ���� �� ���� ��� t ������ �� ������� ��� ���� ��������� ������� ������������ ���

0 =

����
X − x x� − x
Y − y y� − y

���� =

������

X − x x� − x x
Y − y y� − y y

0 0 1

������
=

������

X x� x
Y y� y
1 1 1

������
=

������

X x� x
Y y� y
Z z� z

������

������ ���������� A�(a, a�, a��), B�(b, b�, b��) �� C �(c, c�, c��)� ����� �� ��� � ����� ����������
����� ��� ��� ������� ��� ����� ����������� ���� ��� ������� �������� ������� �� ����� ����������

(X,Y, Z) ∈ (BC �) ∩ (C �B) ⇐⇒ 0 =

������

X Y Z
0 1 0
c c� c��

������
=

������

X Y Z
0 0 1
b b� b��

������
⇐⇒

�
c��X = cZ
b�X = bY

������������ ��� m � ���� ����������� �������������� (bc, b�c, bc��)�
�� ����� n � ���� ����������� �������������� (c�a, c�a�, c��a�) �� p � ���� ����������� ���

������������ (ab��, a��b�, a��b��)� ���� �� ��� �� �� ����� ��� ����������� ��� ������ ���� ������ ��
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