Théoréme de Fourier-Plancherel

Référence : W. Rudin, Analyse réelle et complexe, Dunod, 1998.

Lecons concernées : 201, 202, 207, 234, 235, 250.

Définition 1. Pour f € L'(R) on définit sa transformée de Fourier
FO0) = ) = | s .

Théoréme 2. Il existe un unique isomorphisme F : L2(R) — L*(R), f f qui prolonge la
transformée de Fourier sur L'(R) n L2(R). De plus, pour tout f,g € L*(R), on a (f,§)2 =
27 (f,g)r2 et si on note, pour A >0,

A . 1A .
= f f(x)e ™dx et Ya(x) = j f(t)e™tdt
—A 2 —A

l —flla — 0 et||a— — 0.
alors [[pa = fll2 = 0Oet|lpa—fllz —
Lemme 3. Pour f € L?, lapplication
y = (Tyf:fo(erm))

est uniformément continue de R dans L*(R).

Démonstration. Soit € > 0 et soit g € CJ(R) telle que ||f — g|]a < &. Soit A > 0 tel que
supp(g) < [—A, A]. Soit § > 0 un module d’uniforme continuité de g pour (¢/3A4)"/2. Quitte
a restreindre on suppose § < A. On a alors

f 9@ — 1) — (o — 5)Pdw < £(24 + 0)/3A < ¢
R
et on conclut par inégalité triangulaire. O
Définition 4. On note H : t — e~ Itl qui appartient & L' n L2, et pour A > 0,
hy(z) = f H(\t)e™dt.
R

Aprés calculs, on trouve

2

h/\(x) = 22 + 22

et donc
J ha(z)dx = 27. (1)
R
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Démonstration. On a, pour A > 0,

ha($)==J‘eM”e“xdt=:J0 e“A+“0dt+—J%GDe“A”9dt:: 1,1 __2
R . 0 Aix  A—ix A%+ 22

et

2\ 2
h dr = ——dx = dy =2 t TO = 9.
| m@dn = | 7o gde = | 5y = 2farctany)] 7% = 20

O
Proposition 5. Si f € L', alors pour tout = € R,
f o hy () = f HOWF)eitdr.
R
Démonstration. Par le théoréme de Fubini, on obtient,
faia@) = | ) [ HOOE ) dray
R R
:fﬂ@mmff@awwm:jﬂwﬁmww.
R R R
O

Proposition 6. Si ge L® et est continue en x € R, alors
h — 2 .
g (@) — 27 g(2)

Démonstration. On a, avec (1)),

g+ () — 2m g(x) = f

R

~ | (sta =0 = 9@)) g dy = | (o0 = 25) = gla) ) a(s) ds

(9= 9) = (@) ha(w) dy

et cette derniére intégrale tend vers 0 lorsque A — 0 par convergence dominée en utilisant
la continuité de g en x. O

Proposition 7. Si f e L2, ||f * hy — 27 f||2 = 0.

Démonstration. On a, d’aprés , pour x € R

o hala) =27 £(@) = | (10 =9) = 1)) dy
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et donc, par inégalité de Jensen,

(ret@)=2m 1)) = 4 (5[ fetalo)=2m £(@)])” < 472 (5= | (Fam)=1@)) hato) )

on intégre alors par rapport a x et on applique le théoréme de Fubini-Tonelli pour obtenir :
1 by =27 flls < 2 [ [ = £11 o) dy

or si on pose g(y) = ||7—yf — f|3 le lemme préliminaire nous assure que g est bornée,
continue et que ¢g(0) = 0 et en remarquant que

jR lr—yf — FIB hay) dy = g » ha(0)

on peut appliquer la proposition précédente pour obtenir la convergence souhaitée. O

Démonstration (Théoréme). Etape 1 : on commence par montrer que pour tout felL'nL?,

[1£ll2 = V27| fll2. Soit f € L' L? et f: & — f(—x). On pose g = f * f. On a

ffm— dy—fffc+yf(y)dy=(rxf,f)-

On déduit de cette expression que g est continue, grace au lemme préliminaire et la conti-
nuité du produit scalaire par rapport & la premiére variable. D’autre part par inégalité de
Cauchy-Schwarz,

l9(2)| < Il fll2ll£1l2 = [1£113

pour tout € R et donc g est bornée. Enfin, par propriété du produit de convolution,
puisque f et f sont L', g est L'. Ainsi, par la proposition 5,

g hy(0 f H(\t)g
Or, puisque g = f .]? = f f = | f |2, on peut appliquer le théoréme de convergence monotone

pour obtenir
| HOwa@ e | 17
R A—0 Jr

Et d’autre part grace a la proposition 6,
g% ha(0) > 27 9(0) = 2| |3

d’ou le résultat.
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Etape 2 : on note alors Y = F(L' n L?) et on montre que Y est dense dans L? en
montrant que Y- = {0}. On remarque que pour tout A > 0 et a € R,

ha(la—1t) = J e CH(\x)e "z
R

et donc t + hy(a —t) € Y comme transformée de Fourier de x ~— e H(A\z) qui est dans
L' ~ L% Ainsi, si w € Y1, alors pour tout A > 0 et pour tout a € R,

hy*=w(a) = JR ha(a —t)w(t)dt =0

et donc hy *w = 0, et en appliquant la proposition 7 on obtient w = 0 et donc w = 0.
Etape 3 : puisque F : L' n L2 — Y est une isométrie (en renormalisant L? & I'arrivée)
entre deux sous-espaces denses de L?, il existe une unique isométrie F : L? — L? qui
prolonge la transformée de Fourier. On déduit alors la formule de Parseval avec 'identité
de polarisation.
Etape 4 : enfin, on note kg = Lj_4 4] pour A >0.Si f € L?, alors fkae L' n L% e

YA = fk:A et donc

If —@alla = [|f — fkall2 = V2x||f — fkall2 0
— 400

par convergence dominée. De la méme maniére, par inversion de Fourier dans L', 14 =

F Y (kaF(f)) et donc

f = allz = |FH(F(f ))—f—1<kAf< >>|\2

(0 k)], - el -k o

\2 HF A—+0o0

par convergence dominée. O
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