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Théorème 1. Soit G un groupe fini. Pour � un caractère de G on note ker� :“ tg P
G,�pgq “ �pequ. Alors si �1, . . . ,�m sont les caractères irréductibles de G,tout sous-groupe
distingué H de G est de la forme H “ ì

jPJ ker�j, où J Ä r|1,m|s.

Lemme 2. Pour un caractère � associé à la représentation p⇢, V q, on a |�pgq| § |�peq|
pour tout g P G et ker� “ ker ⇢.

Démonstration. Soit g P G. On note n “ dimV . On sait que ⇢pgq est diagonalisable à
valeurs propres des racines de l’unité. Ainsi, �pgq “ ∞

n

i“1 �i avec �i P U. Alors, par inégalité
triangulaire,

|�pgq| “
ˇ̌
ˇ

nÿ

i“1

�i
ˇ̌
ˇ §

nÿ

i“1

|�i| “ n “ |�peq|

avec égalité si et seulement si tous les �i sont égaux. Ainsi, �pgq “ �peq si et seulement si
�i “ 1 pour i P r|1, n|s et donc ⇢pgq “ id, c’est-à-dire g P ker ⇢.

Démonstration (Théorème). D’après le lemme, tous les ensembles de cette forme sont bien
des sous-groupes distingués. Réciproquement, on se donne H distingué dans G.

Étape 1 : H est le noyau d’un caractère. On considère la représentation régulière de
G{H de morphisme structurel  : G{H Ñ GLrG:HspCq et on note alors ' “  ˝ ⇡ : G Ñ
GLrG:HspCq la représentation de G ainsi obtenue. Puisque la représentation régulière est
fidèle, on a ker “ H d’où le résultat.

Étape 2 : on note V “ À
s

i“1 ↵iVi la décomposition de V en somme directe de G-modules
irréductibles. On a alors � “ ∞

s

i“1 �i où �i est le caractère irréductible associé à Vi. Et
donc, d’après le lemme préliminaire,

|�pgq| “
ˇ̌
ˇ

sÿ

i“1

�ipgq
ˇ̌
ˇ §

sÿ

i“1

|�ipgq| §
sÿ

i“1

|�ipeq| “
sÿ

i“1

dimVi “ dimV “ �peq.

Ainsi, si g P ker�, il y a égalité dans l’inégalité précédente, c’est-à-dire que |�ipgq| “ |�ipeq|
pour tout i, et donc �pgq “ �peq, de sorte que g P ker�i pour tout i, d’où le résultat.

Application 3. Les sous-groupes distingués du groupe diédral D6 “† r, s | r6, s2, srsr °
sont teu, † r °, † r2, s °, † r2, rs °, † r2 °, † r3 ° et D6.
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Démonstration. On commence par déterminer la table de caractères de D6. Le groupe D6

possède 6 classes de conjugaisons teu, tr, r5u, tr2, r4u, tr3u, ts, r2s, r4su et trs, r3s, r5su.
Étape 1 : on commence par chercher des représentations de degré 1. Leur caractère �

vérifie 1 “ �peq “ �ps2q “ �psq2, donc �psq P t˘1u. De même �psrq2 “ 1 et donc puisque
�psrq “ �psq�prq, �prq P t˘1u. Enfin, �prq6 “ 1 ne rajoute pas de conditions, et on obtient
alors 4 représentations de degré 1.

Étape 2 : on sait que les degré n1, n2 des deux représentations restantes vérifient 4 `
n2
1 ` n2

2 “ 12, et donc n1 “ n2 “ 2. On pose ! “ ei⇡{3 et on considère pour h “ 1, 2 les
représentations ⇢h données par

⇢hprq “
ˆ
!h

0

0 !´h

˙
et ⇢hpsq “

ˆ
0 1

1 0

˙

ce qui donne

⇢hpsrkq “
ˆ

0 !hk

!´hk
0

˙
.

On a alors �hprkq “ 2 cosphk⇡{3q et �hpsrkq “ 0. On peut alors vérifier que les caractères
sont irréductibles.

Étape 3 : on obtient la table de caractères

1 2 2 1 3 3
teu tr, r5u tr2, r4u tr3u ts, r2s, r4su trs, r3s, r5su

 1 1 1 1 1 1 1 D6

 2 1 1 1 1 -1 -1 † r °
 3 1 -1 1 -1 1 -1 † r2, s °
 4 1 -1 1 -1 -1 1 † r2, rs °
�1 2 1 -1 -2 0 0 teu
�2 2 -1 -1 2 0 0 † r3 ° .

D’autre part ker 3 Xker 4 “† r2 °, et les autres intersections ne donnent pas de nouveau
groupe distingué, on obtient bien le résultat annoncé.
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