Marche aléatoire sur Z¢, d > 3

Référence : Plan de lecon de Louis Garénaux et Michel Nassif.

Lecons concernées : 235, 260, 261, 262, 264.

Théoréme 1. Soit (¢;)1<i<q la base canonique dans R, et (X;)jen+ une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que

1
2d
pour tout 1 < i < d. On note Sy, := > | X4, So = 0. Alors pour d > 3,

P(Xl = 62‘) = P(Xl = —ei) =

P(|S,| — +w0) = 1.

Démonstration. On cherche & montrer que Y P(S,, = 0) converge. En effet, si on note
R = E[};,-(1s,=0] I'espérance du nombre de retours en 0, on a par Fubini-Tonelli, R =
Y=o P(Sn = 0), et I'on pourra aboutir & une conclusion.

Etape 1 : on cherche alors a calculer P(S,, = 0). On pose, pour t = (t1,--- ,t4) € R%,

d d
1 1 z e —it-e; 1
Qo(t) = SOXl(t) X1t E 7d e +e t J = g §

De plus, par indépendance, on a pg, (t) = (¢(t))".
D’autre part, avec pg, (t) = Zke 2 P(S, = k)ei*t sion pose T := [~m, 7], on a :

1 et — prs. =
oyt | #s. 0 szf k)t = B(S, = 0)

par Fubini puisque ﬁZkeZd $7a |P(Sn = k)etdt = > aP(S, = k) = 1 et puisque
1 ik- 1 d ikt k
7(27|-)d STd CZ tdt = 7(27_(_)65 STd H]:l CZ ]t] dt = (50

Etape 2 : on calcule alors R. Puisqu’il faut un nombre pair d’étape a (S, ), pour revenir

en 0, on sait que pour n impair, P(S, = 0) = 0. On remarque que |¢| < 1 sur T% et
|p(t)] = 1 si et seulement si t = (0,...,0), £(m,...,7). On obtient alors :

Z P(Sn=0) QWdZJ pson(t)dt = gﬂdZJ (t)*"dt

n=0
1 1
2n
dt = dt
27f de (2m)d de 1 —p(t)?

par Fubini-Tonelli puisqu’on a justifié que o(t) est réel et puisque |¢| < 1 presque partout
sur T4.
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Etape 3 : justifions 'intégrabilité. Puisque 5 902 est continue sur 79\{(0,...,0), £(x,...,m)},
1w2 en (0, . .,0),i(7r, L),
On se limite au point (0,...,0) puisque pour tout y € R, Cos(y +7) = —cos(y).

Or, en 0,

il nous reste maintenant & justifier 'intégrabilité de la fonction

olt di (1- 2w o@) 1= 102 ey
et ainsi
1= = 15 o)
donc

1 d
L—op(t)> [t
qui est intégrable en 0 dés que d = 3.
Etape 4 : soit maintenant k € Z¢, on montre que Ym0 P(Sn = k) converge en se
ramenant en 0 : on pose | = |k|, on a, pour n =1+ 1

P(S, =0) = P(S, =0et S; = —k)
X1+ +Xi=—ket Xj+---+ X, = k)

(S) = —k)P(Sn_y = k)

>
=P
P

car les X; sont i.i.d. Or, puisque [ = |k|, P(S; = —k) > (22)1 > 0 donc

1
DIP(Su=k) =Y P(Su=k) = ), P(S,H:k)gm > P(S, =0) < .
n=0 n=1 n=l+1 n=l+1
Etape 5 : on peut alors conclure : pour k € Z%, on note Ny := ano 1g,—% le nombre
de retours de S, en k, et puisque E[Ni] = >} o P(S, = k), Ny est fini presque stirement.
On a alors

P(]S,| — +o0)

P(VA e N*, dng, Vn = ng, |Sy| = A)

li P(3 >
lim (Ing, Vn = ng, |Su| = A)

lim P(VE, |k] < A, Nj est fini)
A—+0

=1

puisque ({Ing, Yn = no, |Sn| = A}) aen+ est décroissante, que {Ing, Vn = ng, |Sy| = A} =
{VE, |k| < A, Nj est fini} et puisque l'union dénombrable d’ensembles de mesure nulle est
de mesure nulle. O

On justifie ici Iintégrabilité de la fonction z — W utilisée dans la preuve.

1. Merci a& Michel Nassif pour cette preuve.
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Proposition 2. La fonction x — Hlez est intégrable au voisinage de 0 dans R? si et
seulement si d = 3.

Démonstration. 11 est clair que pour d = 1, 2, la fonction n’est pas intégrable en 0.
On montre alors I'intégrabilité pour d = 3 : on considére le C! difféomorphisme ¥(r, 8, ¢) =
(7 cos(f) sin(ip), r sin(#) sin(¢), r cos(¢)) de jacobien —r?sin(p). On a alors,

1
fff demdydz-f J:p OJ; *T Sln )deg0d9=47T

z2+y24+22<1

Enfin, on se raméne au cas d = 3 lorsque d > 3

1 1
f J dl’ld$d< ﬁdl’ldm’d
a3+ +a2<l 3 24 ad xd w2t T + T3 + T3
1

1
1
< e daydug =201
L4=_ Ld=_1 JJJ af + a3 + 73

24,2, .2
z]+x5+x5<1

car {a:%d+ et ay < L(x1,...,2q) € RY} < {x% + 23 + 2% < 1,(21,23,24) € }R?’} X
[—1,1]4-3. 0

80



