
Marche aléatoire sur Zd, d • 3

Référence : Plan de leçon de Louis Garénaux et Michel Nassif.

Leçons concernées : 235, 260, 261, 262, 264.

Théorème 1. Soit peiq1§i§d la base canonique dans Rd, et pXiqiPN˚ une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que

PpX1 “ eiq “ PpX1 “ ´eiq “ 1

2d

pour tout 1 § i § d. On note Sn :“ ∞
n

i“1Xi, S0 “ 0. Alors pour d • 3,

Pp|Sn| Ñ `8q “ 1.

Démonstration. On cherche à montrer que
∞

PpSn “ 0q converge. En effet, si on note
R “ Er∞

n•0 1Sn“0s l’espérance du nombre de retours en 0, on a par Fubini-Tonelli, R “∞
n•0 PpSn “ 0q, et l’on pourra aboutir à une conclusion.
Étape 1 : on cherche alors à calculer PpSn “ 0q. On pose, pour t “ pt1, ¨ ¨ ¨ , tdq P Rd,

'ptq :“ 'X1ptq “ EreiX1¨ts “
dÿ

j“1

1

2d
peit¨ej ` e´it¨ej q “ 1

d

dÿ

j“1

cosptjq.

De plus, par indépendance, on a 'Snptq “ p'ptqqn.
D’autre part, avec 'Snptq “ ∞

kPZd PpSn “ kqeik¨t, si on pose T :“ r´⇡,⇡s, on a :

1

p2⇡qd
ª

T d
'Snptqdt “ 1

p2⇡qd
ÿ

kPZd

ª

T d
PpSn “ kqeik¨tdt “ PpSn “ 0q

par Fubini puisque 1
p2⇡qd

∞
kPZd

≥
T d |PpSn “ kqeik¨t|dt “ ∞

kPZd PpSn “ kq “ 1 et puisque
1

p2⇡qd
≥
T d eik¨tdt “ 1

p2⇡qd
≥
T d

±
d

j“1 e
ikjtjdt “ �k0 .

Étape 2 : on calcule alors R. Puisqu’il faut un nombre pair d’étape à pSnqn pour revenir
en 0, on sait que pour n impair, PpSn “ 0q “ 0. On remarque que |'| § 1 sur T d et
|'ptq| “ 1 si et seulement si t “ p0, . . . , 0q,˘p⇡, . . . ,⇡q. On obtient alors :

ÿ

n•0

PpSn “ 0q “ 1

p2⇡qd
ÿ

n•0

ª

T d
'S2nptqdt “ 1

p2⇡qd
ÿ

n•0

ª

T d
'ptq2ndt

“ 1

p2⇡qd
ª

T d

ÿ

n•0

'ptq2ndt “ 1

p2⇡qd
ª

T d

1

1 ´ 'ptq2dt

par Fubini-Tonelli puisqu’on a justifié que 'ptq est réel et puisque |'| † 1 presque partout
sur T d.
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Étape 3 : justifions l’intégrabilité. Puisque 1
1´'2 est continue sur T dztp0, . . . , 0q,˘p⇡, . . . ,⇡qu,

il nous reste maintenant à justifier l’intégrabilité de la fonction 1
1´'2 en p0, . . . , 0q,˘p⇡, . . . ,⇡q.

On se limite au point p0, . . . , 0q puisque pour tout y P R, cospy ˘ ⇡q “ ´ cospyq.
Or, en 0,

'ptq “ 1

d

dÿ

j“1

´
1 ´

t2
j

2
` opt2j q

¯
“ 1 ´ ||t||2

2d
` op||t||2q

et ainsi
1 ´ 'ptq2 “ ||t||2

d
` op||t||2q

donc
1

1 ´ 'ptq2 „ d

||t||2
qui est intégrable en 0 dès que d • 3.

Étape 4 : soit maintenant k P Zd, on montre que
∞

n•0 PpSn “ kq converge en se
ramenant en 0 : on pose l “ |k|, on a, pour n • l ` 1

PpSn “ 0q • PpSn “ 0 et Sl “ ´kq
• PpX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xl “ ´k et Xl`1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn “ kq
“ PpSl “ ´kqPpSn´l “ kq

car les Xi sont i.i.d. Or, puisque l “ |k|, PpSl “ ´kq • 1
p2dql ° 0 donc

ÿ

n•0

PpSn “ kq “
ÿ

n•1

PpSn “ kq “
ÿ

n•l`1

PpSn´l “ kq § 1

PpSl “ ´kq
ÿ

n•l`1

PpSn “ 0q † 8.

Étape 5 : on peut alors conclure : pour k P Zd, on note Nk :“ ∞
n•0 1Sn“k le nombre

de retours de Sn en k, et puisque ErNks “ ∞
n•0 PpSn “ kq, Nk est fini presque sûrement.

On a alors

Pp|Sn| Ñ `8q “ Pp@A P N˚, Dn0, @n • n0, |Sn| • Aq
“ lim

AÑ`8
PpDn0, @n • n0, |Sn| • Aq

“ lim
AÑ`8

Pp@k, |k| § A, Nk est finiq

“ 1

puisque ptDn0, @n • n0, |Sn| • AuqAPN˚ est décroissante, que tDn0, @n • n0, |Sn| • Au “
t@k, |k| § A, Nk est finiu et puisque l’union dénombrable d’ensembles de mesure nulle est
de mesure nulle.

On justifie ici 1 l’intégrabilité de la fonction x fiÑ 1
||x||2 utilisée dans la preuve.

1. Merci à Michel Nassif pour cette preuve.
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Proposition 2. La fonction x fiÑ 1
||x||2 est intégrable au voisinage de 0 dans Rd si et

seulement si d • 3.

Démonstration. Il est clair que pour d “ 1, 2, la fonction n’est pas intégrable en 0.
On montre alors l’intégrabilité pour d “ 3 : on considère le C1 difféomorphisme pr, ✓,'q “

pr cosp✓q sinp'q, r sinp✓q sinp'q, r cosp'qq de jacobien ´r2 sinp'q. On a alors,
¡

x2`y2`z2§1

1

x2 ` y2 ` z2
dx dy dz “

ª 2⇡

✓“0

ª
⇡

'“0

ª 1

r“0

1

r2
r2 sinp'q dr d' d✓ “ 4⇡.

Enfin, on se ramène au cas d “ 3 lorsque d • 3 :
ª

¨ ¨ ¨
ª

x
2
1`¨¨¨`x

2
d§1

1

x21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
d

dx1 ¨ ¨ ¨ dxd §
ª

¨ ¨ ¨
ª

x
2
1`¨¨¨`x

2
d§1

1

x21 ` x22 ` x23
dx1 ¨ ¨ ¨ dxd

§
ª 1

x4“´1
¨ ¨ ¨

ª 1

xd“´1

¡

x
2
1`x

2
2`x

2
3§1

1

x21 ` x22 ` x23
dx1 ¨ ¨ ¨ dxd “ 2

d´1⇡

car tx21 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
d

§ 1, px1, . . . , xdq P Rdu Ä
 
x21 ` x32 ` x23 § 1, px1, x3, xdq P R3

(
ˆ

r´1, 1sd´3.
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