Formule des compléments

Référence : E. Amar, E. Matheron, Analyse complexe, Cassini, 2004.

Lecons concernées : 235, 236, 239, 245.

Théoréme 1. La fonction I' définie par

+00
Ve {zeC|R() >0} T(z) f Fletdy
0
vérifie
Vze{zeC|0<R(z) <1} D(z)I(1—z2)= Sm?m).

Démonstration. D’aprés le théoréme de prolongement analytique, il suffit de montrer que
pour tout « €]0,1[, I'(a)I'(1 — ) = ——. Soit alors « €]0, 1[. D’aprés le théoréme de

sin(ra)

Fubini-Tonelli, si U = {(t,s) e R? | s > 0, > 0},

+oo +oo
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On réalise alors le changement de variables ¢ : (¢,s) — (u,v) = <s +t, ;) qui est un C!

difféomorphisme de U sur U d’inverse go*l(u,v) = < Y ,ﬂ) Le jabobien de ¢ en
1+v 14w
(t,s) est :
1 1 1 1 1+
det<1 S)]:Mﬁﬁ: v,
1 -5 t2 ot t

On a donc, par le théoréme de Fubini-Tonelli,

dud +00 d +00 +00 d
MNa)l'l —a) = f poeme 00 J UJ e “du = f L
U 1+w o v*(1l+v)Jy 0 v¥(1l+v)

et on conclut a 'aide du lemme suivant. O

Lemme 2. Pour tout a €]0,1[, on a

J*OO A
o to(l+t) sin(ra)’
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Démonstration. Soit « €]0, 1[. On note I, = JOO tugitﬂ) dont on remarque qu’elle est bien
définie comme l'intégrale de la fonction wu(t) = m positive. On a de plus I, < 4o
1 1

puisque u est continue sur |0, +oo[, et que wu(t) G intégrable en 0 et wu(t) oMot
0

intégrable en +o0.
On considére alors = C\[0, +o0[ et la fonction f définie sur Q\{—1} par

1
f(Z):m

aiaf 0

ot I'on convient que 2% = r®'? si z = re'? avec 0 < § < 2. La fonction f est holomorphe
sur Q\{—1} avec un pole simple en —1 de résidu
1

res(f,—1) = e = e T,

Pour R > 1 et 0 <e <1 on définit alors le chemin orienté I;R ul:u I;R'y&R =1c rU ol

ITp = [—ie,—ie + VR? — 2], T = {" | 7/2 < 0 < 3n/2}, I, = [ig,ic + VR? — 2] et

€
T.r={Re" | 0e[—m, 7] |0| > 0-r} avec 6. g = arctan(s/v/ R2 — £2).

A

Puisque —1 est a l'intérieur de 7 g, le théoréme des résidus donne

(2)dz = 2ime™ ™,
Ye,R
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- sur I'; g, on a

JFE,R f(z)dz

. +
- sur I&R, on a

1 2RI~
<—  x(2rR-20.p) < Y
ravm O SRS TTR e

Y

(2)dz = Jm

Ny 0t
flie +t)dt = J

I 0 0 (ie +t)*(1 + ic + 1)

or (ie +t)* — t. Ainsi, avec

e—07t
. 1
Loy flie 1) — Lo rjmneg

. 1 . L
ﬂ]o,m]f(za + t)’ < 1jo,r) iy intégrable,
on obtient par convergence dominée

R
lim f(z)dz:f ta(dt

e—0 IE+ 0 1 + t)

et donc

lim lim f(z)dz = I,.

R—+0w0e—0 I+R
€,

- De la méme maniére, puisque (—ic +1)* — €21 on a par convergence dominée
e—0t
lim lim f(2)dz = e %™,

R—+owe—0 I~
€,

On conclut : d’aprés l'orientation du chemin, on a (1 — e=27) [, = 2ire~ " et donc
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