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Théorème 1. La fonction � définie par

@z P tz P C | <pzq ° 0u �pzq “
ª `8

0
tz´1e´tdt

vérifie
@z P tz P C | 0 † <pzq † 1u �pzq�p1 ´ zq “ ⇡

sinp⇡zq .

Démonstration. D’après le théorème de prolongement analytique, il suffit de montrer que
pour tout ↵ Ps0, 1r, �p↵q�p1 ´ ↵q “ ⇡

sinp⇡↵q . Soit alors ↵ Ps0, 1r. D’après le théorème de
Fubini-Tonelli, si U “ tpt, sq P Rd | s ° 0, t ° 0u,

�p↵q�p1 ´ ↵q “
ª `8

0
t↵´1e´t dt

ª `8

0
s´↵e´s ds

“
ª

U

t↵´1s´↵e´t´s dt ds “
ª

U

ˆ
t

s

˙
↵

e´pt`sq ds
dt

t
.

On réalise alors le changement de variables ' : pt, sq fiÑ pu, vq “
´
s ` t,

s

t

¯
qui est un C

1

difféomorphisme de U sur U d’inverse '´1pu, vq “
´ u

1 ` v
,

uv

1 ` v

¯
. Le jabobien de ' en

pt, sq est : ˇ̌
ˇ̌det

ˆ
1 1
1
t

´ s

t2

˙ˇ̌
ˇ̌ “ 1

t
` s

t2
“ 1

t
` v

t
“ 1 ` v

t
.

On a donc, par le théorème de Fubini-Tonelli,

�p↵q�p1 ´ ↵q “
ª

U

v´↵e´u
du dv

1 ` v
“

ª `8

0

dv

v↵p1 ` vq

ª `8

0
e´udu “

ª `8

0

dv

v↵p1 ` vq

et on conclut à l’aide du lemme suivant.

Lemme 2. Pour tout ↵ Ps0, 1r, on a
ª `8

0

dt

t↵p1 ` tq “ ⇡

sinp⇡↵q .
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Démonstration. Soit ↵ Ps0, 1r. On note I↵ “ ≥`8
0

dt

t↵p1`tq dont on remarque qu’elle est bien
définie comme l’intégrale de la fonction uptq “ 1

t↵p1`tq positive. On a de plus I↵ † `8
puisque u est continue sur s0,`8r, et que uptq „

0

1
t↵

intégrable en 0 et uptq „̀8
1

t↵`1

intégrable en `8.
On considère alors ⌦ “ Czr0,`8r et la fonction f définie sur ⌦zt´1u par

fpzq “ 1

z↵p1 ` zq

où l’on convient que z↵ “ r↵ei↵✓ si z “ rei✓ avec 0 † ✓ † 2⇡. La fonction f est holomorphe
sur ⌦zt´1u avec un pôle simple en ´1 de résidu

respf,´1q “ 1

p´1q↵ “ e´i⇡↵.

Pour R ° 1 et 0 † " † 1 on définit alors le chemin orienté I´
",R

Y �" Y I`
",R

�",R “ �",RY où
I´
",R

“ r´i",´i" `
?
R2 ´ "2s, �" “ tei✓ | ⇡{2 † ✓ † 3⇡{2u, I`

",R
“ ri", i" `

?
R2 ´ "2s et

�",R “ tRei✓ | ✓ P r´⇡,⇡s, |✓| ° ✓",Ru avec ✓",R “ arctanp"{
?
R2 ´ "2q.

R‚´1
‚

i"

´i"�",R

�"

I`
",R

I´
",R

Puisque ´1 est à l’intérieur de �",R, le théorème des résidus donne
ª

�",R

fpzqdz “ 2i⇡e´i⇡↵.

- Sur �", on a ˇ̌
ˇ̌
ª

�"

fpzqdz
ˇ̌
ˇ̌ § 1

"↵p1 ` "q ˆ ⇡" “ ⇡"1´↵

1 ` "
›Ñ
"Ñ0

0,
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- sur �",R, on a
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ª

�",R

fpzqdz
ˇ̌
ˇ̌
ˇ § 1

R↵p1 ` Rq ˆ p2⇡R ´ 2✓",Rq § 2⇡R1´↵

1 ` R
›Ñ

RÑ`8
0,

- sur I`
",R

, on a

ª

I
`
",R

fpzqdz “
ª ?

R2´"2

0
fpi" ` tqdt “

ª ?
R2´"2

0

dt

pi" ` tq↵p1 ` i" ` tq

or pi" ` tq↵ ›Ñ
"Ñ0`

t↵. Ainsi, avec

¨ 1s0,
?
R2´"2sfpi" ` tq ›Ñ

"Ñ0`
1s0,Rs 1

t↵p1`tq

¨
ˇ̌
ˇ1s0,

?
R2´"2sfpi" ` tq

ˇ̌
ˇ § 1s0,Rs 1

t↵p1`tq intégrable,

on obtient par convergence dominée

lim
"Ñ0

ª

I
`
",R

fpzqdz “
ª

R

0

dt

t↵p1 ` tq

et donc
lim

RÑ`8
lim
"Ñ0

ª

I
`
",R

fpzqdz “ I↵.

- De la même manière, puisque p´i" ` tq↵ ›Ñ
"Ñ0`

e2i⇡↵t↵, on a par convergence dominée

lim
RÑ`8

lim
"Ñ0

ª

I
´
",R

fpzqdz “ e´2i⇡↵I↵.

On conclut : d’après l’orientation du chemin, on a p1 ´ e´2i⇡↵qI↵ “ 2i⇡e´i⇡↵ et donc

I↵ “ ⇡

sinp⇡↵q .
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