Formule de Poisson discréte

Référence : G. Peyré, L’algébre discréte de la transformée de Fourier, Ellipses, 2004.

Lecons concernées : 110.

Définition 1. Soit G un groupe abélien fini. On note C[G] I'espace des fonctions f : G — C.
Pour f € C[G], on définit ses coefficients de Fourier c¢(x) =< f, x > et sa transformée de

Fourier f comme, pour xy € G

F0) = 1G1es(®) = 3 fl9)x

geG

On a ainsi un morphisme (qui est en fait un isomorphisme)
clc] - c[d]
foo= I

Proposition 2. Pour G un groupe abélien fini, et pour f € C[G], on a la formule d’inver-
ston de Fourier suivante :

|G|2f T= 2 elon =) < x> x

x€G xeG xeG

F

On se donne G un groupe abélien fini, H un sous-groupe de G, et f € C[G].
Définition 3. On note H? le sous groupe de G définit par

={xeG|Vhe H,x(h) =1}

appelé 'orthogonale de H. C’est donc le sous-groupe de G formé des caractéres triviaux
sur H.

Lemme 4. [l existe un isomorphisme

H* ~ C?/?I .
Démonstration. On pose
G/H — H*
X = X

ou X(g9) = x(gH) pour tout g € G. En particulier on voit que ¢ est bien défini puisque
si h e H, X(h) = x(H) = 1. D’autre part on vérifie facilement que ¢ est morphisme de
groupes.
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Si v e Hf, alors on définit y € CT/?I par x(gH) = ~(g). L’application x est bien définie
puisque si gH = ¢'H, g¢'~' € H, et donc v(g) = v(¢'). D’autre part puisque 7y est un
morphisme de groupe de G dans C*, x est un morphisme de groupe de G/H dans C*.
Enfin, ¥ = v, d’ou la surjectivité de .

Sixy= )?’ , alors de maniére évidente x = x/, et donc ¢ est injective, d’ou la conclusion.

O

Théoréme 5 (Formule de Poisson). On a la formule, pour g € G,

S Flgh) = 'H' DL

heH xe Ht

En particulier, si g =1,

> 1) = i 3 foo.

heH XGHtj

Démonstration. On note S un systéme de représentants des classes d’équivalences de G/H.

On définit f € C[G/H] par
=2, f(gh).

heH

On remarque que h — gh € &(gH), et donc si gH = ¢'H, alors Y,y f(gh) = X ey f(G'R)
et donc f est bien définie. On peut alors lui appliquer la formule d’inversion de Fourier et
obtenir, pour gH € G/H

flgH) = Y < fx>x(gH).

xeG/H
On explicite alors les coefficients de Fourier de f : pour x € GT/?I ,0on a
¥ —— \H |
=< fx> Z flg Z > f(g
|G/H| geS heH

On remarque alors que 'application

SxH — G
(g,h) = gh

est une bijection, pour des raisons de cardinalité puisqu’elle est injective. Ainsi, puisque
pour h € H, x(gH) = x(ghH), on a

<Fix>= ‘|H‘2f ‘H‘Zf T = iz

geG geG ‘G’
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ou X a déja été défini. Finalement,

ry TN ~ H r—
> o) = flot) = (G ¥ O - H 3 Fxx()
heH \eG/T xeH?
d’aprés le lemme précédent. C’est la formule recherchée. O

Remarque. La formule de Poisson discréte trouve notamment son intérét en théorie des
codes correcteurs, puisqu’elle permet de montrer 'identité de MacWilliams qui met en
relation les poids des mots d'un code de Hamming et ceux des mots de son orthogonal.
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