Equation de la chaleur sur le cercle
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Théoréme 1. I existe une unique solution u € C*(]0, +00[xT) a l’équation

0 02
8—7: - 5—;26 =0 sur ]0,+0o[xT (1)
avec pour condition initiale
lim [ — fll.0 = lim sup fu(t,2) — F(@)] =0 2)
t>0 t>0

ot f e C*(T).

Démonstration. On raisonne par analyse synthése.
Analyse : supposons que u € C2(]0, +00[xT) est solution de et . Alors pour tout
t >0, x — u(t, ) est de classe C! sur T et donc on peut écrire, avec convergence normale
de la série en x,
Vi>0,YVxeT, u(t,z)= Z cn(t)en(z)

nez
ol e, : T — e et ol
1 21 )
Vi >0,VneZ, cy(t)= J u(t,x)e " dx.
27T 0

Pour n € Z, on cherche alors a déterminer c¢,. On applique le théoréme de dérivation

sous l'intégral sur tout compact de |0, +00[ puisque [0,27] est un compact et que ‘g—? est

continue sur ]0, +co[xT. On obtient alors ¢, € C1(]0, +o0[) et V¢ > 0,

1 (% ou ; 1 (% 2u ;
L (1) = — 2t —ine g, t —inz g
cn( ) 27_[_ 0 at( Jx)e T 27T 0 axQ( 7x)e x
1 [ou P L T el —ina
=5 [ax(t, x)e . + o ) a—m(t,x)e dz
2 r2m

27 n

—0+ = [u(t,a:)e*im”]o

2m
=0—ncy(t).

o ). u(t, z)e” " dx

1. Merci & Michel Nassif pour I'idée et certains éléments du développement.
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Par deux intégrations par parties, en utilisant la périodicité. On résout alors 1’équation

différentielle vérifiée par ¢, et on trouve ¢, (t) = c%e_”Zt pour tout ¢ > 0. Il nous faut alors

déterminer c). On sait que c% = limy_,0 ¢y (). D’autre part, grace a ,

1 —inT
\cn<t>—§ " fla)e " da] < supult,a) - f(@)] 50
Ainsi,
1 2w
&L= f(z)e "% dz.
o

On obtient finalement, V¢ > 0,Vx € T,

2T
0 —n2t zna: _ i —iny —n?t zn:c
X =2 (| fwemay)e

nez nez 0

on peut alors intervertir somme et intégral puisque V¢ > 0,Vx € T,

27r 5
Z f e " t|dy < 4

neZ

et on a ainsi V¢t > 0,Vzx e T,

)= 5 [ (e i = (5 + Do

neZ

oit Ki(z) =, 7 em%e™ *t_ On a donc trouvé un candidat pour la solution.
Syntheése : 'analyse nous a montré qu’il n’y avait qu’une possibilité de solution, ce qui
assure l'unicité. On montre alors que u(t,z) = (K f)(z) est solution de (L) et (2). On écrit

u(t,z) = Z Un(t, ) ot up(t,z) = de™ *teinT avec & J f(y)e”™dy (on a I'égalité
nez
par une interversion limite intégrale qu’on a déja justifié). On remarque alors que wu, est

une fonction de classe C* sur |0, +oo[ x T et qui vérifie . D’autre part, on a la majoration,
pour k,l >0,t>a>0et x €T,
k+1
ot Tb(t $) < |CO|n2k+le—n2a < Hf” n2k+le—n2a
otkogl TV I
qui est le terme général d’une série convergente. On peut donc appliquer le théoréme de
dérivation sous le signe somme pour obtenir que u € C*(]0, +00[xT) et qu’elle vérifie ([1).

On montre enfin que u vérifie (2). Puisque alors f € C'(T), on a, pour z € T

f(l‘) = Z Cn(f)en(x)

nez
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et d’autre part, ,
Vt>0,VeeT, wu(tz)= Z cn(fle ™ e, (x)

nez

et donc ,
¥t >0, suplu(t,z) — f(2)] < D, (1—e ™ ")ealf)]-

zeT nel.
Or on sait que, puisque f € C*(T),

nlf) = ——ealf")

et ainsi
PR | o2, 1
Vvt >0, suplu(t,z) = fl@)] < D (1L—e ) Sle(f) < D1 =) =[]l
n n
zeT el =

et on peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure. ]

Remarque. On peut en fait montrer le méme théoréme avec f € CY(T). L’analyse se fait
de la méme maniére puisque 'on a seulement utilisé la continuité de f, et de méme, la
vérification que u vérifie est identique. On montre enfin que u vérifie . On utilise
pour cela le cas C2(T) et on commence par montrer que K; est positif pour tout ¢ > 0. En

effet, soit t > 0, la série
gt($) _ Z 6—(3:—27rn)2/4t
nez

converge normalement sur T puisqu’on a la majoration

—(r— 2 _ _1)2
e (z—27n)=/4t <e 27 (n—1) /4t'

Ainsi g; € C(T) et on calcule ses coefficients de Fourier :

'é\t(kj) = Z (z—27n)2 /4t —Zka:dx _ 2 2 J (z—2mn)2 /4t _zk$d$
™
nez nez
1 —2m(n—1) ‘ 1 ‘ ;
2m nez Y —2mn 2 R 2

par convergence normale de la série, par changement de variable y = x—27n et par calcul de
la transformée de Fourier d’une gaussienne. On a alors convergence absolue des coefficients
de Fourier de gy, et donc par un corollaire du théoréme de Fejér, g; est égale & sa série de
Fourier, et on a donc,

27 27 —(xz—27mn)* /4t _ tn? _
Vo) =G e = R e e = Kia).

nez nez
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On a d’autre part, par convergence normale de la série en x € T,

1 (% 1
o Ki(z) = o

) 2
efn tf ezn:(:dx =1
2r 0 neZ 0

pour tout t > 0. Soit & > 0, on prend alors g € C?(T) telle que ||f — g|lc < €. On a,
par inégalité triangulaire, linéarité de la convolution, inégalité de convolution, et par le cas

C(T),

K f = flloo < K # [ — K # glloo + |[Ke % g — glloo + [lg = flleo
= 1Kt # (f = 9lloo + | Kt % g = glloo + [lg = fllo
< NEN = glloo + [1Ke g = glleo + |l = flloo
=2/ = glloo + 1Kt g — gllow
< 3e

pour t suffisamment petit, d’ot la conclusion.
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