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Théorème 1 Soit n ∈ N, n ≥ 2, soit Ω un ouvert borné de Rn. L'espace vec-

toriel engendré par les produits de gradients de fonctions harmoniques sur Ω à

valeurs dans R est dense dans L2(Ω).

Soit X l'espace vectoriel engendré par les produits de gradients de fonctions
harmoniques sur Ω. Déjà, par le principe du maximum, si f, g sont deux fonctions
harmoniques sur Ω, il existe une constante Cf,g > 0 telle que

∫
Ω
▽f▽g < Cf,g|Ω|

donc X ⊂ Ω.
Pour montrer que X est dense dans L2(Ω), on va utiliser le critère de densité

dans un espace de Hilbert.
Soit f ∈ L2(Ω) telle que

∀ϕ ∈ X,

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx = 0, (1)

et on veut montrer que f ≡ 0, i.e. que X⊥ = 0.
Soit A = {ρ ∈ Cn|ρ · ρ = 0}. Alors ρ ∈ A ⇐⇒ |Re(ρ)|2 − |Im(ρ)|2 +

2iRe(ρ) · Im(ρ) = 0. Ainsi, ρ ∈ A ⇐⇒ |Re(ρ)| = |Im(ρ)| et Re(ρ) · Im(ρ) = 0.
Soient η, κ ∈ Rn tels que η · κ = 0 et |η| = |κ|. Soit ρ = κ− iη. Alors, ρ ∈ A.

Posons u1(x) = expiρ·x, u2(x) = expiρ·x. Alors u1, u2 sont harmoniques. Cepen-
dant, u1 et u2 sont des fonctions à valeurs complexes, alors que l'on travaille
avec des fonctions à valeurs dans R.

SoitB = {Re(▽u1)·Re(▽u2), Re(▽u1)·Im(▽u2), Im(▽u1)·Re(▽u2), Im(▽u1)·
Im(▽u2)}.

Comme les parties réelle et imaginaire d'une fonction harmonique sont har-
moniques, B ⊂ X. Par conséquent, (1) implique

∀ϕ ∈ B,

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx = 0. (2)

1



Par conséquent ∫
Ω

f(x)(▽u1 · ▽u2)(x) dx = 0. (3)

On a donc, en explicitant,∫
Ω

f(x)(−ρ · ρ)u1(x)u2(x) dx = 0.

Par hypothèse sur ρ, on a donc∫
Ω

f(x)(−2|κ|2)e2iκ·x dx = 0.

Soit χΩ la fonction indicatrice de Ω. Alors

−2|κ|2
∫
Rn

(χΩf)(x)e
2iκ·x dx = 0. (4)

χΩf appartient à L1(Rn) (car Ω est borné et f ∈ L2(Rn)) donc sa transformée

de Fourier χ̂Ωf est continue. Par (4), χ̂Ωf = 0. Par injectivité de la transformée
de Fourier sur L1(Rn), on en déduit que χΩf = 0, donc f = 0.

Ainsi, X⊥ = 0, donc X est dense dans L2(Ω).

Remarque 1 Le même raisonnement permet de montrer que l'espace vectoriel

engendré par les produits de fonctions harmoniques est également dense dans

L2(Ω).

Remarque 2 La référence omet de préciser pourquoi X ⊂ L2(Ω).
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