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Théoréme 1 Soit n € N,n > 2, soit Q un ouvert borné de R™. L’espace vec-
toriel engendré par les produits de gradients de fonctions harmoniques sur € a
valeurs dans R est dense dans L*(Q).

Soit X D’espace vectoriel engendré par les produits de gradients de fonctions
harmoniques sur 2. Déja, par le principe du maximum, si f, g sont deux fonctions
harmoniques sur §2, il existe une constante C'¢ ; > 0 telle que fQ Vfvg < CrgqlQ|
donc X C Q.

Pour montrer que X est dense dans L?(2), on va utiliser le critére de densité
dans un espace de Hilbert.

Soit f € L?(Q) telle que

Vo € X, /Q f(@)é(x) dz = 0, (1)

et on veut montrer que f =0, i.e. que X =

Soit A = {p € C*p-p = 0}. Alors p € A < |Re(p)|* — [Im(p)|* +
2iRe(p) - Im(p) = 0. Ainsi, p € A <= |Re(p)| = |Im(p)| et Re(p) - Im(p) = 0.

Soient 7,k € R™ tels que -k = 0 et |n| = |k|. Soit p = k —in. Alors, p € A.
Posons u; (z) = exp™® us(z) = exp”®. Alors uj, us sont harmoniques. Cepen-
dant, u; et uy sont des fonctions & valeurs complexes, alors que 'on travaille
avec des fonctions a valeurs dans R.

Soit B = {Re(Vuy)-Re(Vuz), Re(Vuy)-Im(Vusg), Im(Vuy)-Re(Vus), Im(Vuy)-
Im(Vuz)}.

Comme les parties réelle et imaginaire d’une fonction harmonique sont har-
moniques, B C X. Par conséquent, (1) implique

V¢ € B, A f(@)o(x)dx = 0. (2)



Par conséquent
/Q F@)(Vur - Vus)(z) dz = 0, 3)

On a donc, en explicitant,

/f —p- P (2)uz(a) dz = 0.

Par hypothése sur p, on a donc

/f —2|k|?)e* * dz = 0.

Soit xq la fonction indicatrice de €. Alors
2l [ (o) (@)t do = )

xaf appartient & L'(R™) (car Q est borné et f € L?>(R")) donc sa transformée
de Fourier )Zz\f est continue. Par (4), )E)\f = 0. Par injectivité de la transformée
de Fourier sur L!(R™), on en déduit que yof = 0, donc f = 0.

Ainsi, X+ = 0, donc X est dense dans L?(Q).

Remarque 1 Le méme raisonnement permet de montrer que l’espace vectoriel
engendré par les produits de fonctions harmoniques est également dense dans

L2(9).

Remarque 2 La référence omet de préciser pourquoi X C L?(Q).



