
Nombre d’endomorphismes diagonalisables sur un corps fini

On note comme d’habitude Fq un corps à q éléments où q est une puissance d’un nombre premier p ;
α1, . . . , αq désigneront les q éléments de Fq.

Soit E un Fq-espace vectoriel de dimension finie n. Le nombre d’endomorphismes diago-
nalisables de E est :

∑

(m1,...,mq)∈N
q

m1+···+mq=n

|GLn(Fq)|
q
∏

i=1

|GLmi
(Fq)|

avec par convention |GL0(Fq)| = 1.

Plan de la démonstration

1) Un endomorphisme f de E est diagonalisable si, et seulement si, f q = f .

2) Puisque Xq − X =
∏

α∈Fq

(X − α) (voir théorie des corps finis : Fq peut être vu comme un corps de

décomposition sur Fp de Xq −X), f est diagonalisable si, et seulement si, E = ⊕
α∈Fq

ker(f − αIdE) (où

certains des termes de cette somme directe peuvent être nuls). Notons D(E) l’ensemble des endomor-
phismes de E diagonalisables, S l’ensemble défini par

S =
{

(E1, . . . , Eq) /Ei s.e.v. de E et E =
q

⊕
i=1

Ei

}

et Φ : D(E) → S l’application qui, à f , associe
(

ker(f − α1IdE), . . . , ker(f − αqIdE)
)

. Alors Φ est
bijective.

3) Le groupe linéaire GL(E) agit sur S par u · (E1, . . . , Eq) =
(

u(E1), . . . , u(Eq)
)

: le cardinal de S est égal
à la somme du cardinal des différentes orbites pour cette action.

4) L’orbite d’un élément ε = (E1, . . . , Eq) sous cette action est

orb(ε) =
{

(F1, . . . , Fq) ∈ S / dimFi = dimEi

}

.

5) Le cardinal du stabilisateur d’un élément (E1, . . . , Eq) de S vaut
q
∏

i=1

∣

∣GLmi
(Fq)

∣

∣ où mi = dimEi.

6) Nous pouvons conclure comme suit. D’après le point 4, une orbite est caractérisée par un élément
(m1, . . . ,mq) de N

q vérifiant m1 + · · ·+mq = n. Puisque le cardinal de l’orbite d’un élément ε de S est

égal à
|GLn(Fq)|
|Stab(ε)| , on déduit des points 2 et 5 :

|D(E)| = |S| =
∑

(m1,...,mq)∈N
q

m1+···+mq=n

|GLn(Fq)|
q
∏

i=1

|GLmi
(Fq)|

.

Démonstration du point 1)

f est diagonalisable si, et seulement si, son polynôme minimal µf est scindé à racines simples sur Fq donc

si, et seulement si, il existe λ1, . . . , λs deux à deux distincts dans Fq tels que µf =
s
∏

i=1

(X − λi).

Mais Xq − X =
∏

α∈Fq

(X − α) donc f est diagonalisable si, et seulement si, µf divise Xq − X , c’est-à-dire

Xq −X annule f . Ce dernier point signifie que f q = f .



Démonstration du point 2)

• Φ est injective car les sous-espaces propres d’un endomorphisme diagonalisable le caractérisent.

• Si (E1, . . . , Eq) est une famille de sous-espaces vectoriels de E vérifiant E =
q

⊕
i=1

Ei, alors l’endomorphisme

de E défini par f(x) = αix si x ∈ Ei est diagonalisable avec ker(f − αiIdE) = Ei. Ceci montre que Φ est
surjectif.

Démonstration du point 4)

Bien sûr, pour u ∈ GL(E), on a dimu(Ei) = dimEi. Réciproquement, considérons un élément (F1, . . . , Fq)
de S tel que dimFi = dimEi pour chaque i. Si e = (e1, . . . , en) et f = (f1, . . . , fn) sont deux bases de E

compatibles respectivement avec les décompositions E =
q

⊕
i=1

Ei et E =
q

⊕
i=1

Fi, (ie (e1, . . . , em1
) est une base

de E1, (em1+1, . . . , em1+m2
) est une base de E2, etc) alors u ∈ GL(E) défini par u(ei) = fi envoie chaque Ei

sur Fi.

Démonstration du point 5)

Fixons une base e de E compatible avec la décomposition E =
q

⊕
i=1

Ei. Un automorphisme u de E est dans

le stabilisateur de (E1, . . . , Eq) si, et seulement si, u(Ei) = Ei pour tout i. Ainsi, la matrice d’un tel u dans
la base e est de la forme diag(A1, . . . , Aq) avec Ai ∈ GLmi

(Fq). Il est alors aisé de voir que l’application
Ψ : Stab(E1, . . . , Eq) → GLm1

(Fq)× · · · ×GLmq
(Fq), qui à u associe le q-uplet (A1, . . . , Aq) ainsi défini, est

bijective : elle est injective car l’ensemble des Ai déterminent entièrement u et surjective car, (A1, . . . , Aq)
étant donné, on définit un automorphisme u de E en posant [u]b = diag(A1, . . . , Aq) et, par construction,
cet automorphisme vérifie u(Ei) = Ei.
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